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ALGE`BRES SIMPLES CENTRALES
SUR LES CORPS DE FONCTIONS DE DEUX VARIABLES
[d’apre`s A. J. de Jong]
par Jean-Louis COLLIOT-THE´LE`NE
1. INTRODUCTION
A` toute alge`bre simple centrale A de dimension finie sur un corps F sont associe´s
deux entiers, l’indice et l’exposant. L’indice de A est le minimum des degre´s [E : F ], ou` E
parcourt les corps, extensions finies de F , pour lesquels la E-alge`bre A⊗F E est isomorphe
a` une alge`bre de matrices. L’exposant de A est l’ordre de la classe de A dans le groupe
de Brauer du corps F . L’exposant divise l’indice, mais ne lui est pas ne´cessairement e´gal.
Lorsque F est un corps de nombres, c’est un the´ore`me des anne´es 1930 qu’exposant et
indice co¨ıncident ([BHN]). A. J. de Jong [dJ] montre qu’ils co¨ıncident aussi lorsque F est
un corps de fonctions de deux variables sur le corps des complexes.
Au §1 de cet expose´, on trouvera des rappels sur les alge`bres simples centrales sur un
corps, le groupe de Brauer, les extensions de ces notions au-dessus d’un sche´ma. On passe
en revue les proprie´te´s connues des corps de de´ploiement des alge`bres simples centrales
et on cite plusieurs proble`mes ouverts dans cette direction, particulie`rement en ce qui
concerne la relation entre exposant et indice.
Le §2 de´crit l’essentiel de la de´monstration de de Jong, qui passe par des de´formations
d’alge`bres d’Azumaya sur une surface, rendues possibles par des transformations e´le´men-
taires. On de´crit la de´monstration « simplifie´e » e´voque´e a` la fin de l’article de de Jong.
Cette de´monstration requiert un bon the´ore`me de type Bertini pour de´marrer, mais elle
e´vite les e´tudes fines de varie´te´s singulie`res de [dJ].
Le manque de temps, de place, et de compe´tence nous ont fait renoncer a` de´crire la
nouvelle et tre`s inte´ressante preuve, par Lieblich [Lie], du the´ore`me de de Jong dans le cas
non ramifie´. Cette preuve, qui se place dans le cadre des champs alge´briques, s’appuie sur
le the´ore`me de Graber, Harris, Starr et de Jong ([GHS], [dJS1]) selon lequel une varie´te´
(se´parablement) rationnellement connexe sur un corps de fonctions d’une variable sur
un corps alge´briquement clos a un point rationnel. Il est par ailleurs trop toˆt pour parler
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d’une troisie`me de´monstration, annonce´e par de Jong et Starr, et qui s’inscrit dans l’e´tude
toute nouvelle des varie´te´s 1-rationnellement connexes.
Au §3, on donne une liste de proprie´te´s des groupes alge´briques line´aires sur un corps de
fonctions de deux variables sur le corps des complexes que la co¨ıncidence entre exposant
et indice permet d’obtenir.
Les corps de fonctions de deux variables sur le corps des complexes sont de dimension
cohomologique 2. Au §4, on discute divers re´sultats re´cents sur des corps qui sont de
dimension cohomologique 3, a` savoir les corps de fonctions d’une variable sur un corps
p-adique.
Pour de nombreuses discussions sur le travail de de Jong, je remercie M. Ojanguren
et R. Parimala. Je me suis en particulier fortement inspire´ d’un cours donne´ par cette
dernie`re a` Lens en juin 2004. Je remercie O. Gabber, P. Gille, B. Kahn, T. Szamuely
et tout particulie`rement L. Moret-Bailly pour leurs critiques d’une premie`re version du
pre´sent texte.
2. LA THE´ORIE CLASSIQUE
2.1. Alge`bres simples centrales sur un corps ([A], [D], [Bki], [Bld], [GSz])
Soient k un corps et V un k-espace vectoriel de dimension finie n ≥ 1. La k-alge`bre
End(V ) satisfait les proprie´te´s suivantes :
(a) Elle est de dimension finie, n2, sur k.
(b) Son centre est k.
(c) Elle ne posse`de pas d’ide´al bilate`re non trivial.
Par le choix d’une base de V , Endk(V ) s’identifie a` l’alge`breMn(k) des matrices carre´es
de dimension n sur le corps k.
Une k-alge`bre simple centrale est une forme tordue d’une telle alge`bre. Plus pre´cise´ment :
De´finition 2.1.— Une k-alge`bre simple centrale est une k-alge`bre de dimension finie,
de centre re´duit a` k, sans ide´al bilate`re non trivial.
Pour une k-alge`bre A, les proprie´te´s suivantes sont e´quivalentes :
(i) A est une k-alge`bre simple centrale.
(ii) Il existe un corps K contenant k tel que la K-alge`bre A⊗k K est simple centrale.
(iii) Pour tout corps K contenant k, la K-alge`bre A⊗k K est simple centrale.
(iv) Il existe un corps K contenant k et un entier n ≥ 1 tels que la K-alge`bre A⊗k K
est K-isomorphe a` une K-alge`bre Mn(K).
(v) Il existe un corps K extension finie se´parable de k et un entier n ≥ 1 tels que la
K-alge`bre A⊗k K est K-isomorphe a` une K-alge`bre Mn(K).
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Ceci implique en particulier que la dimension de A sur k est un carre´, soit n2. L’entier
n est appele´ le degre´ de A (sur k).
Un corps K comme en (iv) est dit corps de de´ploiement de l’alge`bre A. D’apre`s (v),
une cloˆture se´parable de k est un corps de de´ploiement de A.
D’apre`s Wedderburn, toute k-alge`bre simple centrale A est isomorphe a` une k-alge`bre
de matrices Mr(D), ou` D est simple centrale a` division, c’est-a`-dire que c’est un corps
gauche de centre k (on emploiera indiffe´remment l’une ou l’autre terminologie). Un tel
corps gauche D est de´termine´, comme k-alge`bre, a` isomorphisme non unique pre`s.
Le degre´ de D sur k est appele´ l’indice de A (sur k). Il est note´ indk(A) = indk(D).
Soit A une k-alge`bre simple centrale de degre´ n. Pour tout entier m avec 1 ≤ m ≤ n on
peut conside´rer la k-varie´te´ alge´brique dont les points sur une cloˆture se´parable ks de k
sont les ide´aux a` droite de A⊗k ks de ks-dimension mn. On note cette varie´te´ SB(A,m).
La k-varie´te´ SB(A, 1) est la varie´te´ de Severi-Brauer associe´e par F. Chaˆtelet a` la k-
alge`bre simple centrale A. On a les faits suivants ([Blt]). La k-varie´te´ SB(A,m) est une
forme de la grassmannienne Grass(m,n). La k-varie´te´ SB(A,m) posse`de un k-point si et
seulement indk(A) divise m. Ainsi l’indice indk(A) est le plus petit entier m tel que la
k-varie´te´ SB(A,m) posse`de un k-point. C’est aussi le p.g.c.d. des entiers m satisfaisant
cette proprie´te´.
Pour A = Mr(D) comme ci-dessus, et K un corps contenant k, de degre´ fini sur k, les
proprie´te´s suivantes sont e´quivalentes :
(i) Eˆtre k-isomorphe a` un sous-corps commutatif maximal de D.
(ii) Eˆtre de degre´ minimal sur k parmi toutes les extensions finies de k de´ployant A.
Les sous-corps commutatifs maximaux de D sont tous de degre´ indk(D). Il existe de
tels sous-corps qui sont se´parables sur k.
L’indice indk(A) d’une k-alge`bre simple centrale A peut donc aussi se de´finir comme le
degre´ commun des corps satisfaisant l’une des proprie´te´s ci-dessus. C’est aussi le p.g.c.d.
des degre´s [K : k] des extensions finies de corps K/k de´ployant D.
Une k-alge`bre simple centrale a` division D/k de degre´ n =
∏
i p
ni
i avec les pi premiers
distincts s’e´crit comme un produit tensoriel D = D1 ⊗k · · · ⊗k Dn, chaque Di e´tant un
corps gauche de degre´ pnii .
Rappelons la notion d’alge`bre cyclique. Soit K/k une extension finie cyclique du corps
k, de degre´ n, soit σ un ge´ne´rateur de Gal(K/k) et soit b ∈ k∗. On munit le k-vectoriel
⊕n−1i=0 K.Y i d’une structure de k-alge`bre simple centrale par les relations Y n = b et Y x =
σ(x)Y pour x ∈ K. On note A = (K/k, σ, b) cette k-alge`bre. Lorsque k contient une racine
n-ie`me de 1, soit ζn, on peut e´crire K = k(α) avec α
n = a ∈ k∗. Soit σ tel que σ(α) = ζnα.
On note alors A = (a, b)ζn . Cette k-alge`bre, conside´re´e par Dickson, est engendre´e par
deux e´le´ments X et Y soumis aux relations Xn = a, Y n = b, Y X = ζnXY . Pour n = 2,
on retrouve la de´finition des alge`bres de quaternions (a, b).
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2.2. Groupe de Brauer d’un corps ([A], [Bki], [GSz], [S2])
Soient A et B deux k-alge`bres simples centrales. Le produit tensoriel A ⊗k B est une
k-alge`bre simple centrale. Etant donne´e une k-alge`bre simple centrale A, on dispose de
l’alge`bre oppose´e Aop, et l’homomorphisme A⊗k Aop → Endk−vect(A) qui a` a⊗ b associe
x 7→ axb est un isomorphisme de k-alge`bres. Conside´rons l’ensemble des classes d’isomor-
phie de k-alge`bres simples centrales. Si l’on introduit la relation d’e´quivalence « L’alge`bre
A est e´quivalente a` l’alge`bre B s’il existe des entiers r, s avec Mr(A) ≃ Ms(B) », on
voit que le produit tensoriel induit sur les classes d’e´quivalence une structure de groupe
abe´lien, dont l’e´le´ment neutre est la classe des alge`bres Mn(k) (n arbitraire). C’est le
groupe de Brauer Br(k) du corps k.
Notons Azn(k) l’ensemble des classes d’isomorphie de k-alge`bres simples centrales de
degre´ n. On dispose d’une application naturelle Azn(k) → Br(k). Cette application est
une injection : si deux k-alge`bres simples centrales A et B de meˆme degre´ ont meˆme classe
dans le groupe de Brauer, elles sont isomorphes. On a donc :
Br(k) = ∪∞n=1Azn(k),
la loi de groupe e´tant induite par les produits tensoriels
Azn(k)×Azm(k)→ Aznm(k).
On a une seconde de´finition du groupe de Brauer du corps k ([S1]). On note ks une
cloˆture se´parable de k, g le groupe de Galois de ks sur k. Alors
Br(k) = H2(g, k∗s).
On passe de l’une a` l’autre de´finition en utilisant la cohomologie galoisienne de la suite
exacte de k-groupes lisses :
1→ Gm,k → GLn,k → PGLn,k → 1.
L’ensemble pointe´ de cohomologie galoisienne H1(k, PGLn) = H
1(g, PGLn(ks)) est en
bijection avec Azn(k) ([S1], Chap. X, §4 et §5).
Une k-alge`bre simple centrale A est de´ploye´e, c’est-a`-dire k-isomorphe a` une alge`bre de
matrices sur k, si et seulement si sa classe α = [A] ∈ Br(k) est nulle. Ainsi la K-alge`bre
A⊗k K est de´ploye´e si et seulement si αK = 0 ∈ Br(K).
L’indice indk(A) d’une k-alge`bre simple centrale A ne de´pend que de la classe α = [A]
de A dans Br(k). Cet entier qu’on peut donc noter indk(α) est donc
(i) le plus petit degre´ d’une extension finie (se´parable) de corps K/k telle que l’on ait
αK = 0 ∈ Br(K) ;
(ii) le p.g.c.d. des degre´s des extensions finies de corps K/k (se´parables) telles que l’on
ait αK = 0 ∈ Br(K).
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On de´finit par ailleurs l’exposant d’une k-alge`bre simple centrale A comme l’exposant
de α = [A] dans le groupe de Brauer de k.
On utilise traditionnellement le mot « exposant » (ou parfois « pe´riode ») plutoˆt que
le mot « ordre » pour e´viter la confusion avec les ordres (maximaux ou autres) lorsque le
corps k est le corps des fractions d’un anneau.
Proposition 2.2 (R. Brauer).— (i) L’exposant divise l’indice.
(ii) Les nombres premiers qui divisent l’indice divisent l’exposant.
Preuve — Le premier e´nonce´ re´sulte de l’existence, pour une extension finie de corps
K/k, d’un homomorphisme de corestriction Br(K) → Br(k) pour lequel la composition
avec la restriction Br(k)→ Br(K) est la multiplication par le degre´ [K : k].
Montrons le second e´nonce´. Soit l premier ne divisant pas l’exposant de A. Soit K/k
une extension finie galoisienne de´ployant A. Soit F ⊂ K le corps fixe d’un l-sous-groupe
de Sylow de Gal(K/k). L’exposant de [A ⊗k F ] ∈ Br(F ) divise celui de [A] ∈ Br(k), il
est donc premier a` l. Par ailleurs la restriction de A⊗k F a` K est triviale, l’argument de
corestriction montre que la classe [A ⊗k F ] ∈ Br(F ) est annule´e par [K : F ] qui est une
puissance de l. Ainsi [A ⊗k F ] = 0 ∈ Br(F ), la k-alge`bre A est de´ploye´e par l’extension
F/k qui est de degre´ premier a` l. Ainsi l ne divise pas l’indice. 
2.3. Alge`bres d’Azumaya, cohomologie e´tale, ramification ([Gr], [Mi])
Nous nous contenterons ici de rappeler quelques re´sultats. Pour les de´monstrations, on
renvoie aux trois expose´s de Grothendieck [Gr] et au chapitre IV du livre de Milne [Mi].
Soit X un sche´ma. Une alge`bre d’Azumaya sur X de degre´ n est un faisceau de OX -
alge`bres localement libres de rang fini qui localement pour la topologie e´tale sur X est
isomorphe a` Mn(OX).
Soit A une telle alge`bre. A` tout entier m avec 1 ≤ m ≤ n on associe un X-sche´ma
SB(A,m). C’est le sche´ma des OX-ide´aux a` droite de A qui sont localement libres de rang
mn sur X et qui sont localement facteurs directs dans A. C’est un X-sche´ma projectif,
lisse, a` fibres connexes. Pour m = 1, c’est le sche´ma de Severi-Brauer ([Gr]) associe´ a` A.
On notera Azn(X) l’ensemble des classes d’isomorphie d’alge`bres d’Azumaya sur X de
degre´ n. Le produit tensoriel de telles OX-alge`bres induit un produit
Azn(X)× Azm(X)→ Azn+m(X).
Si l’on conside`re l’application induite sur les classes d’isomorphie, et que de plus on
conside`re comme triviales les alge`bres de la forme End(V ) pour V un fibre´ vectoriel sur
X , on obtient un groupe abe´lien BrAz(X) (ce groupe est note´ Br(X) dans [Gr]). Pour X
quasi-compact, ce groupe est de torsion.
On dispose par ailleurs du groupe de Brauer de´fini par Grothendieck. C’est le deuxie`me
groupe de cohomologie e´tale Br(X) = H2(X,Gm) (ce groupe est note´ Br
′(X) dans [Gr]).
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Si le sche´ma X est re´gulier, ou plus ge´ne´ralement si tout ouvert e´tale deX a ses anneaux
locaux factoriels, le groupe Br(X) est de torsion : ceci re´sulte du the´ore`me 2.4 ci-dessous.
Pour tout sche´ma X , il y a un plongement naturel
BrAz(X) →֒ Br(X).
Un the´ore`me de Gabber, dont de Jong [dJ2] a donne´ une de´monstration, assure que si X
est quasi-compact et quasi-se´pare´, et posse`de un fibre´ inversible ample, alors le plongement
ci-dessus induit un isomorphisme entre BrAz(X) et le sous-groupe de torsion de Br(X).
Soit R un anneau de valuation discre`te de corps des fractions K, de corps re´siduel κ.
Soit n un entier inversible sur R. On dispose alors d’une suite exacte naturelle
0→ nBr(R)→ nBr(K)→ H1(κ,Z/n)→ 0.
(Pour un groupe abe´lien M et un entier n > 0, on note nM = {x ∈M,nx = 0.}.)
On note ∂R l’homomorphisme nBr(K)→ H1(κ,Z/n), qu’on appelle l’application re´sidu.
Un e´le´ment de α ∈ nBr(K) est dit ramifie´ (par rapport a` l’anneau de valuation discre`te
R) si ∂R(α) 6= 0.
Soit R ⊂ S une inclusion locale d’anneaux de valuation discre`te induisant une extension
finie K ⊂ L des corps des fractions et une extension finie κR ⊂ κS des corps re´siduels.
Soit e = eS/R l’indice de ramification de S sur R. Soit n > 0 premier aux caracte´ristiques
re´siduelles. On a alors le diagramme commutatif :
nBr(K)
∂R //
ResK,L

H1(κR,Z/n)
×eS/R.ResκR,κS

nBr(L)
∂S // H1(κS,Z/n).
Soit X un sche´ma noethe´rien inte`gre. Soit K le corps des fonctions rationnelles de X .
On note X(i) l’ensemble des points de codimension i de X . On note κx le corps re´siduel
d’un point x ∈ X . On note µl le faisceau e´tale des racines l-ie`mes de 1, et µ⊗2l = µl ⊗ µl.
Proposition 2.3.— Soit X un sche´ma noethe´rien inte`gre, excellent, de dimension 2.
Soit l un nombre premier inversible sur X.
(i) Il existe un complexe naturel de groupes de cohomologie e´tale
0→ H2(X, µ⊗2l )→ H2(K,µ⊗2l )→ ⊕x∈X(1)H1(κx, µl)→ ⊕x∈X(2)H0(κx,Z/l)→ 0.
(ii) Si X est re´gulier, ce complexe est exact en le terme H2(K,µ⊗2l ).
(iii) Si X est un sche´ma local re´gulier, le complexe est aussi exact en H2(X, µ⊗2l ).
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Quelques re´fe´rences — Pour une description du complexe, et en particulier des
fle`ches dans le complexe, je renvoie a` l’article de Kato [Kt] (qui de´crit de tels complexes
dans un cadre bien plus large que celui utile pour le pre´sent expose´). Pour e´tablir les
autres e´nonce´s on peut adjoindre les racines l-ie`mes de 1, on est alors ramene´ a` deux
the´ore`mes sur le groupe de Brauer, dus a` Auslander-Goldman et Grothendieck. L’e´nonce´
(iii) est une conse´quence du the´ore`me 2.5 ci-apre`s car pour X local, soit X = Spec(R),
on a H2(R, µl) = lH
2(R,Gm). L’e´nonce´ (ii) re´sulte du the´ore`me 2.4 ci-apre`s. (Dans le cas
local re´gulier, on conjecture que tout le complexe est exact, ce n’est pas utile pour notre
propos.)
The´ore`me 2.4 ([AG], [Gr]).— Soit X un sche´ma noethe´rien inte`gre, et soit K son
corps des fonctions. Si X est ge´ome´triquement localement factoriel, par exemple si X est
re´gulier, l’homomorphisme Br(X)→ Br(K) est injectif. 
The´ore`me 2.5.— Soit X un sche´ma re´gulier inte`gre de dimension au plus 2, et soit
K son corps des fonctions. Tout e´le´ment de Azn(K) dont l’image dans Br(K) est dans
Br(X) ⊂ Br(K) est dans l’image de l’application de restriction Azn(X)→ Azn(K).
Soit n > 0 un entier inversible sur X. Si un e´le´ment de Azn(K) a une image dans
nBr(K) dont les re´sidus en tous les points de codimension 1 de X sont nuls, alors il
provient d’un e´le´ment de Azn(X).
Ce the´ore`me combine un e´nonce´ sur les anneaux de valuation discre`te ([R]) et le
the´ore`me que tout module re´flexif sur un anneau local re´gulier de dimension 2 est li-
bre. On renvoie le lecteur a` [AG], [Gr] (II, Thm. 2.1), [CTS] Cor. 6.14), [OP] (§1). 
Soient X et K comme dans la proposition 2.3. A` tout e´le´ment α ∈ H2(K,µ⊗2l ) on
associe son lieu de ramification : c’est l’adhe´rence dans X de l’ensemble des points x de
codimension 1 de X en lesquels α a un re´sidu non nul dans H1(κx, µl).
A` tout couple d’e´le´ments u, v ∈ K∗ on associe le symbole (u, v) ∈ H2(K,µ⊗2l ) : c’est le
cup-produit des classes de u et v dans K∗/K∗l = H1(K,µl). Lorsque les racines l-ie`mes
de 1 sont dans K, apre`s avoir fait un choix d’une racine primitive, on trouve ainsi les
classes des alge`bres cycliques dans H2(K,µl) = lBr(K).
Proposition 2.6 (Saltman [Sa1], [CTOP]).— Soit R un anneau local re´gulier excellent
de dimension 2, d’ide´al maximal m, de corps des fractions K. Soit α ∈ H2(K,µ⊗2l )
un e´le´ment dont le lieu de ramification sur X = Spec(R) est un diviseur strictement a`
croisements normaux.
(i) Si ce lieu est vide, alors α est dans l’image de H2(R, µ⊗2l ).
(ii) Si ce lieu est de la forme s = 0, ou` s ∈ m est un parame`tre re´gulier de R (i.e. R/s
re´gulier), alors il existe u ∈ R∗ tel que α− (u, s) soit dans l’image de H2(R, µ⊗2l ).
(iii) Si ce lieu est de la forme st = 0, ou` s et t engendrent l’ide´al m, alors il existe
u, v ∈ R∗ et r ∈ Z/l tels que α− (u, s)− (v, t)− r(s, t) ∈ H2(K,µ⊗2l ) soit dans l’image de
H2(R, µ⊗2l ).
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Preuve — Le (i) re´sulte de la proposition 2.3 (ii).
Notons κs le corps des fractions de R/s. Le seul re´sidu non trivial de α est en s = 0,
c’est une classe ∂s(α) = ξs ∈ κ∗s/(κ∗s)l dont l’image dans Z/l par l’application valuation
est ze´ro (2.3 (i)). On a la suite exacte e´vidente
1→ (R/s)∗/(R/s)∗l → κ∗s/(κ∗s)l → Z/l → 0.
Il existe donc un e´le´ment us ∈ (R/s)∗ qui a pour image ξs via l’application de re´duction
(R/s)∗/(R/s)∗l → κ∗s/κ∗ls . L’application de re´duction R∗ → (R/s)∗ est surjective (R est
un anneau local), on peut donc relever us en u ∈ R∗. Les formules usuelles pour le re´sidu
d’un cup-produit montrent que le re´sidu de (u, s) en s = 0 est ξs, et il est ze´ro partout
ailleurs, comme celui de α. La proposition 2.3 (ii) donne alors l’e´nonce´ (ii).
Montrons (iii). Notons κs, resp. κt, le corps des fractions de R/s, resp. R/t, et κ le
corps re´siduel en l’ide´al maximal m de R. Notons ∂s : H
1(κs, µl) → H0(κ,Z/l) et de
meˆme ∂t : H
1(κt, µl)→ H0(κ,Z/l) les homomorphismes apparaissant dans la proposition
2.3. Soient ξs et ξt les re´sidus de α en s = 0 et t = 0. Comme la proposition 2.3 donne
un complexe de groupes abe´liens, on a ∂s(ξs) + ∂s(ξt) = 0 ∈ Z/l. Soit r ∈ Z avec
∂s(ξs) = r ∈ Z/l et ∂t(ξt) = −r ∈ Z/l. Proce´dant comme ci-dessus, on trouve u, v ∈ R∗
tels que l’image de utr ∈ R[1/t]∗ dans κ∗s/κ∗ls soit ξs et que l’image de vs−r ∈ R[1/s]∗ dans
κ∗t/κ
∗l
t soit ξt. On ve´rifie que tous les re´sidus de
α + (s, u) + (t, v) + r(s, t) ∈ H2(K,µ⊗2l )
aux points de codimension 1 de X sont nuls, la proposition 2.3 (ii) donne alors que cet
e´le´ment de H2(K,µ⊗2l ) est l’image d’un (unique) e´le´ment de H
2(R, µ⊗2l ). 
2.4. Questions sur les corps de de´ploiement
Sauf mention explicite du contraire, on suppose ici que les corps conside´re´s sont de
caracte´ristique ze´ro, ou du moins que l’indice des alge`bres conside´re´es est premier a` la
caracte´ristique du corps de base. Etant donne´s un corps k et une k-alge`bre simple centrale
A, que peut-on dire sur les extensions finies de corps K/k qui de´ploient A ?
Il existe des k-alge`bres simples centrales qui ne sont pas de´ploye´es par une extension
cyclique du corps de base (Tignol-Amitsur, Tignol-Wadsworth [TW] Exemples 3.6 et
Thm. 4.7 (v)). Un exemple simple est le produit tensoriel (x, y)⊗k (z, t) des alge`bres de
quaternions (x, y) et (z, t) sur le corps k = C(x, y, z, t) et meˆme de´ja` sur le corps de se´ries
formelles ite´re´es k = C((x))((y))((z))((t)).
Toute k-alge`bre simple centrale A d’exposant n sur un corps k contenant une racine
primitive n-ie`me de 1, soit ζn, est semblable a` un produit d’alge`bres cycliques (a, b)ζn , elle
est en particulier de´ploye´e par une extension multicyclique de k (conse´quence imme´diate
du the´ore`me de Merkur’ev et Suslin [MS]). Il en re´sulte que toute k-alge`bre simple centrale
A est de´ploye´e par une extension re´soluble de k.
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E´tant donne´s un corps K et une k-alge`bre simple centrale a` division D, on dit qu’elle
est un produit croise´ si elle admet un sous-corps commutatif maximal K ⊂ D galoisien
sur k. On dit qu’elle est cyclique si elle admet un sous-corps commutatif maximal K ⊂ D
cyclique sur k.
Amitsur (1972) montra qu’il existe des alge`bres a` division qui ne sont pas des produits
croise´s : elles ne posse`dent pas de sous-corps commutatif maximal galoisien sur le corps
de base. Les indices de ses exemples ainsi que de ceux qui ont e´te´ construits par la suite
sont de la forme 2r
∏
i p
ni
i avec les pi ≥ 3 premiers, r ≥ 3, et ni ≥ 2 pour tout i. Lorsque
l’indice est premier, la question suivante est ouverte :
Proble`me Sur tout corps k, toute alge`bre a` division d’indice premier l est-elle cyclique ?
C’est le cas de fac¸on triviale pour l = 2, c’est un re´sultat de Wedderburn pour l = 3,
la question est ouverte de´ja` pour l = 5.
De`s les anne´es 1930, des exemples furent donne´s (par Albert, Brauer, Ko¨the, Nakayama,
voir les re´fe´rences dans [CTG]) pour montrer qu’indice et exposant d’une alge`bre ne
co¨ıncident pas ne´cessairement.
Un e´nonce´ ge´ne´ral permettant de fabriquer de tels exemples est le suivant :
Proposition 2.7 (Tignol [T]).— Soient K/k une extension cyclique de corps, σ un
ge´ne´rateur du groupe de Galois de K sur k et t une variable. Soit A une k-alge`bre simple
centrale. On a les formules
indk(t)(Ak(t) ⊗k(t) (K(t)/k(t), σ, t)) = ind(AK).[K : k]
et
indk((t))(Ak((t)) ⊗k((t)) (K((t))/k((t)), σ, t)) = ind(AK).[K : k].
En particulier, si A est un corps gauche, les conditions suivantes sont e´quivalentes :
(i) La K-alge`bre AK est un corps gauche.
(ii) La k(t)-alge`bre Ak(t) ⊗k(t) (K(t)/k(t), σ, t) est un corps gauche.
(iii) La k((t))-alge`bre Ak((t)) ⊗k((t)) (K((t))/k((t)), σ, t) est un corps gauche. 
Donnons deux exemples. Sur le corps K = C(x1, . . . , xd) des fonctions rationnelles
en d variables sur le corps des complexes, le produit tensoriel d’alge`bres de quaternions
A = (x1+2, x2)⊗K · · ·⊗K (x1+ d, xd) est un corps gauche, d’exposant 2 et d’indice 2d−1.
Il en est ainsi de´ja` sur le corps K = C(x1)((x2)) . . . ((xd)). Par ailleurs soit F un corps
fini de caracte´ristique diffe´rente de 2, et soit a ∈ F non carre´. Sur le corps de fonctions
rationnelles K = F(x, y), l’alge`bre (x, a)⊗K (x+ 1, y) est un corps gauche, d’exposant 2
et d’indice 4. Ces exemples font intervenir la ramification des alge`bres conside´re´es en des
valuations convenables du corps de base.
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Dans [Kr] et [CTG] on trouvera diverses constructions d’alge`bres d’Azumaya A (donc
sans ramification) sur des varie´te´s projectives, lisses, connexes X sur les complexes (de
dimension au moins 3) telles que l’exposant divise proprement l’indice de la C(X)-alge`bre
obtenue par e´valuation de A au point ge´ne´rique de X . Pour tout d ≥ 2, et tout nom-
bre premier l, O. Gabber donne des exemples de varie´te´s projectives, lisses, connexes X
de dimension d, en fait des produits de courbes, qui posse`dent une alge`bre d’Azumaya
d’exposant l et d’indice (ge´ne´rique) ld−1.
Les exemples obtenus de cette fac¸on sont de´finis sur des corps dont la dimension coho-
mologique [S2] est au moins 3. Par d’autres me´thodes, pour tout entier n, Merkur’ev [M2]
construit un (tre`s gros) corps Kn de dimension cohomologique 2 sur lequel il existe un
produit tensoriel de n alge`bres de quaternions qui est un corps gauche, et donc de´finit un
e´le´ment de Br(Kn) d’exposant 2 et d’indice 2
n.
Il existe ne´anmoins plusieurs classes de corps de dimension cohomologique 2 ([S2]) (ou
de dimension cohomologique virtuelle 2) pour lesquels on sait que l’indice co¨ıncide avec
l’exposant. Pour chacune des classes suivantes, on sait en outre que toute alge`bre a` division
est cyclique.
• Les corps globaux et les corps locaux (Brauer-Hasse-Noether, Albert) ([BHN], [D],
[Ro]).
• Les corps de la forme k = F ((t)) avec F corps de caracte´ristique ze´ro et de dimension
cohomologique 1.
• Les corps de fractions d’anneaux locaux normaux hense´liens excellents de dimension
2, a` corps re´siduel alge´briquement clos de caracte´ristique ze´ro (Artin [Ar3], Ford-
Saltman [FS], [CTOP]).
Soit r ≥ 0 un entier. Un corps k satisfait la proprie´te´ Cr si toute forme homoge`ne a`
coefficients dans k, de degre´ d, en n > dr variables, a un ze´ro non trivial dans K. Les corps
de fonctions de r variables sur un corps alge´briquement clos sont des corps Cr (S. Lang).
C’est une conse´quence du the´ore`me de Merkur’ev et Suslin [MS] que tout corps C2 est de
dimension cohomologique au plus 2.
Proble`me (M. Artin [Ar2], Appendix) Soit k un corps C2. Pour toute alge`bre simple
centrale sur k, l’indice est-il e´gal a` l’exposant ?
Lorsque l’on se limite aux alge`bres d’indice 2-primaire ou 3-primaire, la re´ponse est
affirmative1. Cette conse´quence du the´ore`me de Merkur’ev et Suslin [MS] a e´te´ remarque´e
par plusieurs auteurs ([Ar2], [MS]). Le cas particulier des corps de fonctions de deux
variables sur les complexes avait e´te´ e´tabli plus toˆt, par M. Artin et J. Tate ([Ar2],
Appendix), qui utilisaient un re´sultat de S. Bloch (1974).
1Quitte a` remplacer l’hypothe`se C2 par sa variante C
′
2, cf. [CTG], Prop.7.)
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Pour les corps de fonctions de deux variables sur les complexes, et les alge`bres d’indice
arbitraire sur de tels corps, la re´ponse affirmative a` cette question est le the´ore`me de
de Jong [dJ] qui fait l’objet de cet expose´. Pour r ≤ 2, on a donc une re´ponse affirmative
a` la question suivante, ou` la borne sugge´re´e est, d’apre`s les exemples mentionne´s ci-dessus,
la meilleure possible.
Proble`me2 Pour toute alge`bre simple centrale sur un corps de fonctions de r variables
sur le corps des complexes, l’indice divise-t-il l’exposant a` la puissance r − 1 ?
Les corps de fonctions de r variables sur le corps des complexes sont des corps Cr.
On peut se poser la question ci-dessus pour tout corps Cr. Les corps de fonctions de r
variables sur un corps fini sont des corps Cr+1.
Proble`me Pour toute alge`bre simple centrale sur un corps de fonctions de r variables
sur un corps fini, l’indice divise-t-il l’exposant a` la puissance r ?
Lorsque r = 1, c’est un re´sultat classique (Hasse).
Lorsque r = 2, c’est un re´sultat re´cent de Lieblich [Lie] que pour les alge`bres non
ramifie´es, d’indice premier a` la caracte´ristique, l’indice est e´gal a` l’exposant3. Pour une
alge`bre ramifie´e, la technique e´voque´e au de´but du §4 ci-dessous (me´thode de Saltman)
permet alors de montrer que l’indice divise l’exposant au cube. Comme on a vu ci-dessus,
dans ce cas le mieux que l’on puisse espe´rer en ge´ne´ral est que l’indice divise l’exposant
au carre´.
3. LE THE´ORE`ME DE DE JONG
3.1. Deux invariants cohomologiques des alge`bres d’Azumaya de degre´ n
Soit X un sche´ma et n > 0 un entier. L’ensemble Azn(X) des classes d’isomorphie
d’alge`bres d’Azumaya de degre´ n sur X s’identifie a` l’ensemble de cohomologie de Cˇech
e´tale H1(X,PGLn).
On a le diagramme commutatif de suites exactes de X-sche´mas en groupes suivant :
2Soit X une varie´te´ de dimension r sur le corps R des re´els, ge´ome´triquement inte`gre et sans point
re´el. Le corps des fonctions K = R(X) est de dimension cohomologique r mais on ne sait pas s’il est Cr.
On peut pour un tel corps poser le meˆme proble`me que ci-dessus. Pour les surfaces, i.e. pour r = 2, le
proble`me se rame`ne a` l’une quelconque des questions suivantes (Pfister, 1982) :
(a) Toute forme quadratique en au moins 5 variables sur un tel corps admet-elle un ze´ro non trivial ?
(b) Le produit tensoriel de deux alge`bres de quaternions sur un tel corps est-il semblable a` une alge`bre
de quaternions ?
3Pour obtenir ce re´sultat, outre des techniques de champs alge´briques il utilise les proprie´te´s des espaces
de modules de fibre´s vectoriels sur les surfaces projectives et lisses [HL].
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1

1

1 // µn //

SLn //

PGLn //
=

1
1 // Gm //
x 7→xn

GLn //
det

PGLn // 1
Gm

= // Gm

1 1 .
Supposons n inversible sur X . Les suites exactes ci-dessus de´finissent alors des suites
exactes de faisceaux pour la topologie e´tale sur X . De la suite horizontale me´diane on
tire la suite exacte d’ensembles pointe´s de cohomologie de Cˇech e´tale ([Mi], Chapitre IV,
Thm. 2.5) :
H1(X,Gm)→ H1(X,GLn)→ H1(X,PGLn)→ nH2(X,Gm). (3.1.1)
L’application compose´e Azn(X) = H
1(X,PGLn)→ H2(X,Gm) = Br(X) associe a` une
alge`bre d’Azumaya A sa classe [A] dans le groupe de Brauer cohomologique Br(X), classe
qui est annule´e par n.
La suite exacte supe´rieure donne naissance a` une application
cl : Azn(X) = H
1(X,PGLn)→ H2(X, µn).
La suite exacte verticale de gauche (suite de Kummer) donne naissance a` la suite exacte
bien connue
0→ Pic(X)/n→ H2(X, µn)→ nBr(X)→ 0.
Pour A ∈ Azn(X), la fle`che de droite envoie cl(A) ∈ H2(X, µn) sur [A] ∈ nBr(X).
Lemme 3.1.— Soit X un sche´ma.
(a) Soit A ∈ Azn(X). Si l’on a [A] = 0 ∈ Br(X), alors il existe un fibre´ vectoriel V sur
X de rang n tel que A = EndX(V ).
(b) Soient V1 et V2 deux fibre´s vectoriels de rang n sur X ; si l’on a un isomorphisme
d’alge`bres End(V1) ≃ End(V2), alors il existe un fibre´ inversible L sur X et un isomor-
phisme V1 ≃ V2 ⊗ L.
(c) Soit V un fibre´ vectoriel sur X de rang n, A = End(V ) ∈ Azn(X). Supposons n
inversible sur X. L’image de la classe de det(V ) = ΛnV dans Pic(X) par la fle`che de
Kummer Pic(X)/n→ H2(X, µn) co¨ıncide avec l’oppose´ de cl(A) ∈ H2(X, µn). 
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Preuve — Les points (a) et (b) sont des conse´quences de la suite exacte (3.1.1). Le
point (c) s’e´tablit en conside´rant les suites exactes de cohomologie de Cˇech e´tales de´duites
du diagramme commutatif de suites exactes de X-sche´mas en groupes lisses :
1 // µn // SLn // PGLn // 1
1 // µn
x 7→x
OO
x 7→(x,x−1)
//
x 7→x−1

SLn ×Gm
pr1
OO
(u,v)7→uv
//
pr2

GLn //
det

OO
1
1 // µn // Gm
x 7→xn // Gm // 1.
3.2. Transformations e´le´mentaires d’alge`bres d’Azumaya sur une surface
Soient X un sche´ma, A ∈ Azn(X) et D ⊂ X un diviseur de Cartier effectif, ID ⊂ OX
l’ide´al inversible le de´finissant. Supposons que la restriction AD de A a` D s’e´crive End(V ),
avec V un fibre´ vectoriel sur D, et que l’on dispose d’un sous-fibre´ vectoriel F ⊂ V sur D
localement facteur direct. On construit alors une autre alge`bre d’Azumaya A′ ∈ Azn(X),
appele´e transforme´e e´le´mentaire de A par rapport a` F ⊂ V , de la fac¸on suivante.
On conside`re la sous-alge`bre B des sections de A qui pre´servent la filtration F ⊂ V .
Notons i : D →֒ X l’immersion ferme´e naturelle. On a la suite exacte de OX-modules
cohe´rents
0→ B → A→ i∗HomD(F ,Q)→ 0, (3.2.1)
ou` Q = V /F . Notons que B contient OX ⊂ A.
Pour tout point x de X , il existe un sche´ma affine U et un morphisme e´tale U → X
d’image contenant x tel qu’apre`s restriction a` U on puisse e´crire A = End(V ) avec VD ≃ V
et que de plus il existe un scindage V = F ⊕Q avec FD = F . Sur U , AU se lit(
End(F ) Hom(Q,F )
Hom(F,Q) End(Q)
)
On de´finit une alge`bre d’Azumaya A′U sur U par(
End(F ) I−1D ⊗Hom(Q,F )
ID ⊗Hom(F,Q) End(Q)
)
On ve´rifie que les alge`bres A′U pour divers U se recollent et de´finissent une alge`bre
d’Azumaya A′ ∈ Azn(X), que l’on appelle la transforme´e e´le´mentaire de A le long de
F ⊂ V . On ve´rifie sur la description locale ci-dessus que l’on a la suite exacte de OX -
modules cohe´rents
0→ B → A′ → i∗HomD((ID/I2D)⊗Q,F )→ 0. (3.2.2)
Ici encore, l’inclusion B ⊂ A′ induit l’identite´ de OX ⊂ B vers OX ⊂ A′.
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(C’est une variante de constructions que l’on trouve dans d’autres contextes : transfor-
mations e´le´mentaires entre ordres maximaux d’une alge`bre simple centrale sur le corps
des fractions d’un anneau de valuation discre`te [R], transformations e´le´mentaires sur les
fibre´s vectoriels ([HL]).)
Lemme 3.2.— Soient X un sche´ma connexe, D un diviseur de Cartier effectif sur X,
et i : D ⊂ X l’inclusion naturelle. Supposons donne´e une suite exacte de OX-modules
cohe´rents
0→ V ′ → V → i∗Q→ 0
ou` V ′ et V sont des fibre´s vectoriels sur X et Q est un fibre´ vectoriel de rang s sur D.
L’application de´terminant : det(V ′) → det(V ) identifie le fibre´ inversible det(V ′) avec le
sous-fibre´ inversible det(V )⊗OX(−sD) ⊂ det(V ).
Preuve — On dispose de l’inclusion naturelle de fibre´s inversibles det(V ′) → det(V ).
Pour e´tablir l’e´nonce´, on peut supposer le sche´ma X local, soit X = Spec(R) et D
de´fini par un e´le´ment non inversible π ∈ R. On a une surjection de R/π-modules libres
V/π → Q. En scindant celle-ci on trouve une base e1, . . . , en du R-module libre V/π telle
que es+1, . . . , en soit une base du noyau. Soient (e1, . . . , en) des releve´s de e1, . . . , en dans
V . Alors (e1, . . . , en) est une base du R-module libre V et (πe1, . . . , πes, es+1, . . . , en) une
base du R-module libre V ′. L’application ΛnV ′ → ΛnV envoie le ge´ne´rateur e´vident de
ΛnV ′ sur πs.(e1 ∧ · · · ∧ en) qui est une base de det(V )⊗OX(−sD). 
Proposition 3.3.— Soient X un sche´ma connexe, A ∈ Azn(X), avec n inversible sur
X, et D ⊂ X un diviseur de Cartier effectif. Supposons qu’il existe un fibre´ vectoriel V
sur D tel que AD = End(V ), et supposons donne´ un sous-fibre´ vectoriel F ⊂ V sur D
localement facteur direct, de rang constant r. Soit A′ le transforme´ e´le´mentaire de A le
long de F ⊂ V .
On a alors
cl(A′) = cl(A)− r.[D] ∈ H2(X, µn),
ou` [D] de´signe l’image deD par l’application compose´e Div(X)→ Pic(X)/n →֒ H2(X, µn).
Preuve (P. Gille) — Soit p : Y → X le sche´ma de Severi-Brauer associe´ a` A. Soit
i : DY = D ×X Y → Y l’immersion naturelle. Sur Y , il y a une suite exacte
0→ V ′ → V → i∗Q→ 0,
avec V ′ et V fibre´s vectoriels sur Y et Q le fibre´ vectoriel de rang n − r sur DY image
re´ciproque de V /F par p. On a AY = End(V ) et A′Y = End(V ′). On a donc (Lemme
3.1 (c)) cl(AY ) = −det(V ) ∈ H2(Y, µn) et cl(A′Y ) = −det(V ′) ∈ H2(Y, µn), ou` l’on
utilise tacitement l’inclusion Pic(Y )/n →֒ H2(Y, µn). D’apre`s le lemme 3.2 on a donc
cl(A′Y ) = cl(AY ) + (n − r).[D]Y = cl(AY ) − r[D]Y ∈ H2(Y, µn). En analysant la suite
spectrale de Leray pour le morphisme p : Y → X on montre que la fle`che naturelle
H2(X, µn)→ H2(Y, µn) est injective. Ainsi cl(A′) = cl(A)− r.[D] ∈ H2(X, µn). 
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On peut aussi e´tablir cette formule par un calcul local via des cocycles de Cˇech ([dJ]).
Lemme 3.4.— Soit k un corps infini. Soient D/k une courbe projective lisse ge´ome´tri-
quement connexe et V un fibre´ vectoriel de rang n sur D. Supposons donne´ pour chaque
point t dans un ensemble fini T de points de D(k) un sous-espace vectoriel Ft ⊂ Vt de
dimension 1. Pour tout m > 0 suffisamment grand il existe un homomorphisme injectif
OD(−m) → V dont l’image est localement facteur direct dans V et tel que l’image de
OD(−m)t dans Vt co¨ıncide avec Ft.
Preuve — Soit W ⊂ V le sous-OD-module (localement libre) de V dont les sections
apre`s e´valuation en t donnent des e´le´ments de Ft. Pour m ≫ 0, le fibre´ vectoriel W (m)
est engendre´ par ses sections. Soit E le k-vectorielH0(D,W (m)). Notons encore E l’espace
affine de´fini par E. Soit Z ⊂ D×kE le ferme´ dont les points ge´ome´triques sont les couples
(x, e) avec e ∈ E tel que ex = 0 ∈ W (m)x. Comme W est de rang au moins 2, et que
W (m) est engendre´ par ses sections globales, pour x point ge´ome´trique fixe´, l’ensemble
des e ∈ E satisfaisant ex = 0 est de codimension au moins 2 dans E. La codimension
de Z dans D ×k E est donc au moins 2, et le ferme´ Z1 ⊂ E qui est l’adhe´rence de la
projection de Z dans E est donc de codimension au moins 1. Choisissons un k-point de
E dans le comple´mentaire de Z1. Ceci de´finit un homomorphisme OX → W (m) et donc
un homomorphisme OX(−m)→W ⊂ V satisfaisant les proprie´te´s annonce´es. 
3.3. Rele`vement des alge`bres
Soient X un sche´ma et A ∈ Azn(X). La trace re´duite Trred : A→ OX est une applica-
tion OX -line´aire qui induit sur OX ⊂ A la multiplication par n. On note A0 ⊂ A le noyau
de la trace re´duite. Lorsque n est inversible sur X , l’injection OX ⊂ A est scinde´e, et le
quotient A/OX est isomorphe a` A0.
The´ore`me 3.5.— Soit X une surface connexe, projective et lisse sur un corps k alge´bri-
quement clos. Soit A ∈ Azn(X) avec n > 1 premier a` la caracte´ristique de k. Il existe une
alge`bre d’Azumaya A′ ∈ Azn(X), obtenue par transformation e´le´mentaire de A, telle que
cl(A′) = cl(A) ∈ H2(X, µn) et que H2(X,A′/OX) = 0.
Preuve — Soit L un faisceau inversible sur X . L’inclusion OX ⊂ A induit une inclusion
L ⊂ A⊗ L et donc une inclusion H0(X,L) ⊂ H0(X,A⊗ L).
1) Pour tout e´le´ment s de H0(X,A ⊗ L) n’appartenant pas a` H0(X,L) il existe une
infinite´ de t ∈ X(k) tels que st ne soit pas « scalaire », et donc tel qu’apre`s choix d’un
isomorphisme At ≃ End(Vt) il existe un sous-espace vectoriel Ft ⊂ Vt de dimension 1 tel
que s(Ft) ne soit pas contenu dans Ft ⊗Lt. Comme H0(X,A⊗L) est de dimension finie,
on en de´duit :
Il existe un ensemble fini T ⊂ X(k) et pour chaque t ∈ T un k-espace vectoriel Vt
de dimension n, un sous-espace vectoriel Ft ⊂ Vt de dimension 1 et un isomorphisme
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d’alge`bres At ≃ End(Vt) tels que l’inclusion L ⊂ A⊗L induise une e´galite´
H0(X,L) = {s ∈ H0(X,A⊗ L), st(Ft) ⊂ Ft ⊗Lt pour tout t}.
2) Soit T ⊂ X(k) un ensemble fini de points. Une variante du the´ore`me de Bertini
montre : Il existe une courbe lisse connexe D ⊂ X d’image nulle dans Pic(X)/nPic(X)
telle que T ⊂ D. (Il suffit de prendre une section convenable du faisceau OX(nq) pour
q > 0 assez grand.)
3) Choisissons T comme en 1) et D ⊂ X comme en 2). D’apre`s le the´ore`me de Tsen, le
groupe de Brauer du corps des fonctions d’une courbe de´finie sur un corps alge´briquement
clos est nul. Le the´ore`me 2.4 donne alors Br(D) = 04. D’apre`s le lemme 3.1 il existe donc
un fibre´ vectoriel V de rang n sur D tel que AD ≃ EndD(V ). Pour t ∈ T , on a deux
isomorphismes At ≃ End(Vt) et AD,t ≃ EndD(V t). Ces deux isomorphismes sont de´duits
l’un de l’autre via des isomorphismes ηt : Vt ≃ V t. Pour tout m > 0 assez grand, le lemme
3.4 assure l’existence d’un homomorphisme ϕ : F → V , avec F = OD(−m), tel qu’en
tout t ∈ T l’image de ϕt soit e´gale a` ηt(Ft). Soit A′ ∈ Azn(X) le transforme´ e´le´mentaire
de A le long de ϕ : F → V .
4) Le choix de D, de classe nulle dans Pic(X)/nPic(X) et la proposition 3.3 impliquent
cl(A′) = cl(A) ∈ H2(X, µn).
5) La suite exacte (3.2.1) donne apre`s tensorisation avec L la suite exacte
0→ B ⊗L → A⊗ L → i∗HomD(F ,Q)⊗ LD → 0 (3.4.1)
La fle`che compose´e
H0(X,B ⊗L)→ H0(X,A⊗L)→ H0(D, i∗HomD(F ,Q)⊗LD)→
∏
t∈T
Hom(F t, Qt)⊗Lt
est nulle. La premie`re fle`che est clairement injective. Le noyau de la deuxie`me s’identifie
par construction a` H0(X,L) ⊂ H0(X,A⊗L). On en conclut H0(X,L) = H0(X,B ⊗L).
En tensorisant la suite exacte (3.2.2) par le fibre´ inversible L on obtient la suite exacte
0→ B ⊗ L → A′ ⊗ L → i∗HomD((ID/I2D)⊗Q,F )⊗ LD → 0. (3.4.2)
On voit maintenant que le noyau de
H0(X,A′ ⊗ L)→ H0(D,HomD((ID/I2D)⊗Q,F )⊗D LD)
s’identifie a` H0(X,L) ⊂ H0(X,A′ ⊗L).
Notons NX/D le faisceau normal deD dans X et E∗ le dual d’un OD-faisceau localement
libre E. LeOD-faisceau localement libreHomD((ID/I2D)⊗Q,F )⊗DLD peut encore s’e´crire
4Dans la de´monstration du the´ore`me de de Jong, cet argument n’est pas utilise´, car on de´forme une
alge`bre de classe triviale dans le groupe de Brauer, voir le de´but de la de´monstration de la proposition
3.12.
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NX/D ⊗Q∗⊗F ⊗LD. Il s’injecte dans le faisceau NX/D ⊗ V ∗ ⊗F ⊗LD. On a donc aussi
une injection
H0(D,HomD((ID/I2D)⊗Q,F )⊗D LD) →֒ H0(D,NX/D ⊗ V
∗ ⊗ LD ⊗ F ).
Observons alors qu’une fois fixe´s T,D, V on peut choisir m au point 3) aussi grand que
l’on veut pour de´finir ϕ : OD(−m) = F ⊂ V , et donc pour de´finir A′. Si l’on choisit m tel
que
H0(D,NX/D ⊗ V ∗ ⊗ LD ⊗OD(−m)) = 0
et ϕ et donc A′ avec un tel m, alors H0(X,L) = H0(X,A′ ⊗ L). Comme n est inversible
sur X , ceci implique H0(X,A′0 ⊗ L) = 0.
6) Appliquons le re´sultat obtenu au faisceau inversible canonique L = ωX/k = Λ2(Ω1X).
Cela donne une alge`bre d’Azumaya A′ ∈ Azn(X) qui est transforme´e e´le´mentaire de A,
qui satisfait cl(A) = cl(A′) ∈ H2(X, µn) et telle que H0(X,A′0⊗ωX/k) = 0. L’application
A′ × A′ → OX de´finie par (x, y) 7→ Trred(xy) induit une dualite´ parfaite entre les OX -
modules A′0 et A′/OX . Par dualite´ de Serre sur la surface projective et lisse X , le k-espace
vectoriel H2(X,A′/OX) est dual de H0(X,A′0 ⊗ ωX/k). Ainsi H2(X,A′/OX) = 0. 
Le the´ore`me 3.5 va permettre d’utiliser les the´ore`mes de rele`vement suivants.
Proposition 3.6.— Soit X → X ′ une immersion ferme´e de sche´mas de´finie par un
ide´al I ⊂ OX′ tel que I2 = 0. L’ide´al I est un OX-module. Soit A une alge`bre d’Azumaya
sur X. Si l’on a H2(X, (A/OX) ⊗ I) = 0, alors il existe une alge`bre d’Azumaya A′ sur
X ′ induisant A sur X. 
C’est un cas particulier d’un re´sultat ge´ne´ral de Giraud ([Gi], Chap. VII, The´ore`me
1.3.1 et Remarque 1.3.1.2). 
The´ore`me 3.7.— Soit R un anneau local noethe´rien complet de corps re´siduel k. Soit
X/Spec(R) un sche´ma propre et plat. Soit X0/k la fibre spe´ciale. Si A0 ∈ Azn(X0) satisfait
H2(X0, A0/OX0) = 0, alors il existe une alge`bre d’Azumaya A ∈ Azn(X) qui induit A0
sur X0.
Cela re´sulte de la proposition 3.6 et du the´ore`me d’alge´brisation des modules formels
de Grothendieck (FGA, SGA 1, [EGA] III.5 The´ore`me 5.1.4, [Gr], III, §3, [I]). 
The´ore`me 3.8.— Soit R un anneau local hense´lien de corps re´siduel k. Soit X/Spec(R)
un sche´ma propre et plat. Soient X0/k la fibre spe´ciale et A0 ∈ Azn(X0). Si l’on a
H2(X0, A0/OX0) = 0, alors il existe une alge`bre d’Azumaya A ∈ Azn(X) qui induit A0
sur X0.
C’est une conse´quence formelle du the´ore`me pre´ce´dent et du the´ore`me d’approxima-
tion d’Artin [Ar1]. Pour une situation similaire et quelques de´tails de plus, voir [CTOP],
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Theorem 1.8. On commence par se re´duire au cas ou` R est l’hense´lise´e d’une Z-alge`bre
de type fini en un ide´al premier. Le foncteur S → H1(X ×R S, PGLn) de la cate´gorie
des R-alge`bres commutatives vers la cate´gorie des ensembles est de pre´sentation finie. Le
the´ore`me pre´ce´dent donne une classe ξˆ ∈ H1(X×RRˆ, PGLn) d’image ξ0 ∈ H1(X0, PGLn).
Le the´ore`me d’Artin assure l’existence de ξ ∈ H1(X,PGLn) de meˆme image que ξˆ dans
H1(X0, PGLn), c’est-a`-dire d’image ξ0. 
3.4. Scindage des alge`bres d’Azumaya sur une surface et mise en famille
Soit k un corps. Soit X une k-surface projective, lisse, ge´ome´triquement inte`gre et A ∈
Azm(X) une alge`bre d’Azumaya sur X . Soit L un faisceau inversible sur X . Notons L =
Spec(Sym(L−1))→ X le fibre´ en droites correspondant. A` toute section σ ∈ H0(X,A⊗L)
on associe un ide´al caracte´ristique Iσ ⊂ OL ([OP], Lemma 2.10). Localement sur X il est
de´fini de la fac¸on suivante. Soit U = Spec(R) un ouvert affine de X sur lequel on dispose
d’un isomorphisme OU ≃ LU . Soit f ∈ L(U) l’image de 1. On a alors LU ≃ U [T ] =
Spec(R[T ]) et l’ide´al Iσ est engendre´ par le polynoˆme caracte´ristique re´duit Pf,U [T ] de
σ.f−1 qui est un e´le´ment de l’alge`bre d’Azumaya A(U) ∈ Azm(U). Ce polynoˆme est de
degre´ n et unitaire. Ainsi le ferme´ Yσ ⊂ L de´fini par Iσ est fini et plat sur X , de degre´ m.
The´ore`me 3.9 (M. Artin). — Soient k un corps alge´briquement clos, n un entier premier
a` la caracte´ristique de k, X une k-surface projective, lisse connexe, A ∈ Azm(X) telle que
Ak(X) est a` division et L un faisceau inversible. Si L est suffisamment ample et σ est une
section suffisamment ge´ne´rale du fibre´ vectoriel A⊗L, alors la surface Yσ de´finie ci-dessus
est lisse et connexe. Pour tout tel σ, l’image re´ciproque de A sur Yσ a une classe triviale
dans Br(Yσ).
Ce the´ore`me est annonce´ par de Jong ([dJ], §8). Une de´monstration en caracte´ristique
nulle est donne´e par Ojanguren et Parimala ([OP]). Ceux-ci apportent de multiples
pre´cisions sur le type de ramification auquel on peut de plus restreindre Yσ → X . Je
ne donnerai pas la de´monstration de ce the´ore`me. La premie`re assertion est un e´nonce´
de type Bertini, qui utilise de fac¸on essentielle le fait que la dimension de X est 2. La
seconde est une conse´quence du the´ore`me 2.4. 
En utilisant ce the´ore`me Ojanguren et Parimala montrent ([OP]) :
Proposition 3.10.— Soient k un corps alge´briquement clos de caracte´ristique ze´ro, X
une k-surface projective, lisse, connexe, α ∈ Br(X). Il existe une k-varie´te´ lisse connexe
W de dimension 3, et des morphismes
W
g
//
f

X
A1
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satisfaisant les proprie´te´s suivantes :
(i) Le morphisme f est lisse a` fibres connexes.
(ii) Le morphisme (g, f) :W → X ×k A1k est quasi-fini et plat.
(iii) Il existe un voisinage de 0 ∈ A1k au-dessus duquel f est propre. En particulier la
surface Y = f−1(0) est projective, lisse, connexe.
(iv) On a g∗(α) = 0 ∈ Br(Y ).
(v) La fibre W1 = f
−1(1) est non vide, et la restriction de g : W → X a` W1 est une
immersion ouverte.
Preuve (esquisse) — D’apre`s le the´ore`me 2.5, il existe une alge`bre d’Azumaya A ∈
Azm(X), avec m convenable, de classe α ∈ Br(X) et telle que Ak(X) est a` division. Soient
L, L et σ ∈ H0(X,L) comme au the´ore`me 3.9. On choisit des sections globales distinctes
w1, . . . , wm de L. On conside`re le fibre´ en droites L×kA1k → X×kA1k, ou` A1k = Spec(k[t]).
Pour U = Spec(R) ⊂ X et f ∈ L(U) comme ci-dessus, on conside`re l’ide´al de de R[T, t]
engendre´ par
Qf,U(t, T ) = (1− t)Pf,U(T ) + t(T − w1/f) . . . (T − wm/f).
On ve´rifie que ces diffe´rents ide´aux se recollent en un ide´al sur le sche´ma L ×k A1k. Soit
Z ⊂ L ×k A1k le ferme´ de´fini par cet ide´al. La projection Z → X ×k A1k est finie et
plate de degre´ m. L’application compose´e f : Z → X ×k A1k → A1k est donc propre et
plate. Sa fibre en t = 0 est la surface projective, lisse, connexe Yσ. La fibre ge´ne´rique
de f est donc lisse et ge´ome´triquement inte`gre. Comme Z → X est plat, ceci implique
que Z est inte`gre. La fibre au-dessus de t = 1 contient n composantes ferme´es distinctes
chacune birationnellement isomorphe a` X via la projection sur X . En enlevant un ferme´
convenable dans Z, on obtient W comme annonce´ dans la proposition. 
Remarque 3.11.— Dans [dJ], le the´ore`me 3.9 n’est pas utilise´. L’ide´e de base, qui est
de de´former un polynoˆme en une variable, unitaire, de degre´ m, qui de´finit l’extension
k(Y )/k(X), en un polynoˆme unitaire se´parable de meˆme degre´ avec toutes ses racines dans
k(X), est la meˆme, mais la construction d’une bonne famille satisfaisant des proprie´te´s
plus faibles que celles de la proposition 3.10, est alors plus de´licate ([dJ], §4). De Jong y
a en particulier recours au « the´ore`me de la fibre re´duite » ([BLR], [dJS2]), qui avait de´ja`
e´te´ utilise´ dans [dJS1].
3.5. Le the´ore`me de de Jong dans le cas non ramifie´
Proposition 3.12.— Soit X une surface projective, lisse, connexe sur un corps k alge´-
briquement clos, n > 0 entier inversible dans k. Soit α ∈ Br(X) ⊂ Br(k(X)), d’exposant
n.
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Supposons qu’il existe une varie´te´ inte`gre W de dimension 3 et des morphismes
W
g
//
f

X
A1
satisfaisant les proprie´te´s suivantes :
(i) Le morphisme f est lisse a` fibres connexes.
(ii) Le morphisme f est propre au voisinage du point 0 ∈ A1, de fibre W0 = f−1(0), et
g induit un morphisme fini et plat gW0 : W0 → X de surfaces lisses.
(iii) La restriction de g a` la fibre W1 = f
−1(1) est une immersion ouverte W1 →֒ X.
(iv) g∗(α)W0 = 0 ∈ Br(W0).
Alors l’indice de αk(X) ∈ Br(k(X)) est e´gal a` n.
Preuve— Soit η ∈ H2(X, µn) d’image α ∈ nBr(X). Notons Y = W0. Soit LY un faisceau
inversible sur Y dont la classe par l’application compose´e δ : Pic(Y )/n → H2(Y, µn)
est l’oppose´ de g∗(η)Y . Qu’un tel faisceau inversible existe re´sulte de la suite exacte de
Kummer et de l’hypothe`se (iv). Conside´rons l’alge`bre d’Azumaya
B0 = End(LY ⊕ (OY )n−1).
Elle est de degre´ n. D’apre`s le lemme 3.1 (c) on a cl(B0) = −δ(LY ) = g∗(η)Y . D’apre`s le
the´ore`me 3.5, une transformation e´le´mentaire convenable de B0 produit une alge`bre A0 ∈
Azn(Y ) satisfaisant cl(A0) = cl(B0) = g
∗(η)Y ∈ H2(Y, µn) et H2(Y,A0/OY ) = 0. C’est un
point-cle´ de la de´monstration. Cette nullite´ permet de de´former l’alge`bre A0 ∈ Azn(Y ).
En utilisant le the´ore`me d’alge´brisation 3.7 puis le the´ore`me d’approximation 3.8, on voit
qu’il existe un voisinage e´tale connexe h : (C ′, 0) → (C, 0) du point 0 ∈ C = A1k, tel que
W ′ = W ×C C ′ → C ′ soit propre et lisse, et une alge`bre d’Azumaya A ∈ Azn(W ′) telle
que la fibre de A au-dessus de 0 ∈ C ′ soit isomorphe a` l’alge`bre A0 sur Y . (Notons que
l’alge`bre A n’a pas de raison d’avoir une classe triviale dans le groupe de Brauer de W ′,
meˆme apre`s comple´tion en 0 ∈ C ′.)
La re´duction de cl(A) ∈ H2(W ′, µn) au-dessus de 0 ∈ C ′ s’identifie a` cl(A0) = g∗(η)Y ,
c’est-a`-dire a` la re´duction de l’image au-dessus de 0 ∈ C ′ de la classe globale obtenue
a` partir de η ∈ H2(X, µn) en prenant l’image re´ciproque par le morphisme compose´
g′ : W ′ →W → X .
En appliquant le the´ore`me de changement de base propre en cohomologie e´tale ([Mi],
VI.2.7) au morphisme W ′ → C ′, on voit qu’en remplaca¸nt (C ′, 0) par un autre voisinage
e´tale, encore note´ (C ′, 0), on peut assurer cl(A) = g′∗(η) ∈ H2(W ′, µn).
On peut e´tendre le morphisme C ′ → C en un morphisme fini de courbes lisses D →
C = A1k. Le morphisme W ×C D → D est lisse, et comme k est alge´briquement clos il
existe un point 1 ∈ D au-dessus de 1, la fibre W ′1 en ce point est lisse, connexe, et la
projection compose´e W ×C D →W → X induit sur W ′1 une immersion ouverte W ′1 ⊂ X .
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Soit R l’anneau local de W ×C D au point ge´ne´rique de W ′1. C’est un anneau de
valuation discre`te, de corps des fractions K le corps des fonctions de W ′, de corps re´siduel
isomorphe a` k(X). De plus, la projection W ×C D → W → X induit une inclusion
k(X) →֒ R qui compose´e avec l’application de re´duction modulo l’ide´al maximal de R,
soit R → k(X), est l’identite´ de k(X). Soit AK ∈ Azn(K) l’image de de A ∈ Azn(W ′).
L’e´galite´ cl(A) = g′∗(η) ∈ H2(W ′, µn) implique que la classe [AK ] ∈ Br(K) co¨ıncide avec
l’image de αk(X) ∈ Br(k(X)) via la fle`che compose´e k(X) → R → K. En particulier,
[AK ] appartient a` Br(R) ⊂ Br(K). L’alge`bre AK est de degre´ n. La combinaison de ces
deux derniers faits et du the´ore`me 2.5 (dans le cas particulier d’un anneau de valuation
discre`te) assure que la spe´cialisation Br(R) → Br(k(X)) envoie AK sur la classe d’une
alge`bre d’indice divisant n. Comme cette spe´cialisation est e´gale a` αk(X), et que cette
dernie`re est d’exposant n, on voit que l’indice de αk(X) est n. 
Combinant les propositions 3.10 et 3.12, on obtient une de´monstration en caracte´ristique
nulle du the´ore`me :
The´ore`me 3.13 (de Jong). — Soit k un corps alge´briquement clos. Soit X/k une sur-
face connexe, projective et lisse sur k. Soit α ∈ Br(X) d’exposant n > 0 premier a` la
caracte´ristique de k. Alors l’indice de αk(X) est e´gal a` n, et α est repre´sente´ par une
alge`bre d’Azumaya A sur X de degre´ n.
La dernie`re assertion est une conse´quence du reste du the´ore`me et du the´ore`me 2.5. Une
de´monstration de la proposition 3.10 en caracte´ristique positive premie`re a` l’exposant de
l’alge`bre A permettrait d’e´tendre la de´monstration ici de´crite. De Jong quant a` lui e´tablit
le re´sultat dans cette ge´ne´ralite´ en utilisant la mise en famille e´voque´e a` la remarque 3.11
ci-dessus.
3.6. Le cas ramifie´ re´sulte du cas non ramifie´
The´ore`me 3.14 (de Jong).— Soit k un corps alge´briquement clos. Soit X/k une surface
connexe, projective et lisse sur k. Soit α ∈ Br(k(X)) d’exposant n > 0 premier a` la
caracte´ristique de k. Alors indk(X)(α) = n.
Preuve — La de´composition des corps gauches en produits tensoriels de corps gauches
d’indices premiers entre eux permet de se ramener au cas ou` n = lr avec l premier.
Montrons le re´sultat par re´currence sur r, en supposant le re´sultat connu pour r = 1.
L’exposant de β = l.α ∈ Br(k(X)) est lr−1. Il existe donc une extension de corps E/k(X)
de degre´ lr−1 telle que l.αE = βE = 0 ∈ Br(E). La re´solution des singularite´s des surfaces
alge´briques donne l’existence d’une surface projective lisse connexe Y sur k telle que
E = k(Y ). Le re´sultat pour n = l premier applique´ a` la surface Y assure l’existence
d’une extension de corps F/E de degre´ l telle que (αE)F = 0 ∈ Br(F ). Ainsi αF = 0, et
l’extension de corps F/k(X) est de degre´ lr. Cette re´duction est classique ([A], p. 175 ;
[CTG], p. 132).
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On suppose de´sormais n = l premier, distinct de la caracte´ristique de k.
On va construire des morphismes
W
g
//
f

X
A
1
de varie´te´s lisses connexes satisfaisant les proprie´te´s suivantes :
(i) Le morphisme f : W → A1k est lisse.
(ii) La fibre ge´ne´rique ge´ome´trique Wη de f :W → A1k est projective et connexe.
(iii) La fibre W0 ⊂ W de f en 0 ∈ A1k est non vide et la restriction de g : W → X a`
W0 ⊂W est un morphisme birationnel W0 → X .
(iv) L’image re´ciproque r∗(α) de α par l’application compose´e r : Wη → Wη → W → X ,
ou` la dernie`re fle`che est g, est non ramifie´e sur la surface Wη (on note η le point ge´ne´rique
de A1k et η un point ge´ne´rique ge´ome´trique).
Supposons ces morphismes construits. De la proprie´te´ (iv) et du the´ore`me 3.13 on
de´duit qu’il existe une extension finie de corps K = k(A1) →֒ L telle que la restriction de
α a` Wη×K L soit de degre´ l. Le corps L est le corps des fonctions d’une courbe affine lisse
C munie d’un k-morphisme fini C → A1k. Comme k est alge´briquement clos, il existe un
k-point M ∈ C au-dessus de 0 ∈ A1k. La varie´te´ Z =W ×A1 C est lisse, la fibre ge´ne´rique
de Z → C est ge´ome´triquement inte`gre, la varie´te´ Z est donc connexe. La fibre de ZM de
Z → C au-dessus du point M est lisse, connexe, la restriction de la projection Z → X a`
la fibre ZM est un morphisme birationnel ZM → X .
Soit R l’anneau local de Z au point ge´ne´rique ξ de ZM . Le corps des fractions de R est
le corps des fonctions de Z, le corps re´siduel κ est isomorphe a` k(X), plus pre´cise´ment le
compose´ Spec(κ)→ Spec(R)→W → X s’identifie a` l’inclusion du point ge´ne´rique de X
dans X . L’image re´ciproque sur le corps des fonctions de Z de la classe α ∈ Br(k(X)),
via la projection Z → X , est une classe dans Br(k(Z)) non ramifie´e au point ge´ne´rique ξ
de ZM , dont la re´duction sur κ s’identifie a` α. Pour e´tablir le the´ore`me 3.14, il suffit alors
d’appliquer le the´ore`me 2.5 dans le cas particulier du spectre d’un anneau de valuation
discre`te.
Il reste donc a` construire un morphisme h = (g, f) : W → X × A1k satisfaisant les
proprie´te´s (i) a` (iv). Quitte a` remplacer la surface X par un e´clate´, on peut supposer
([Li]) que le lieu de ramification de la classe α ∈ Br(k(X)) est un diviseur D stricte-
ment a` croisements normaux (composantes lisses, par tout point il passe au plus deux
composantes, et dans ce cas elles se coupent transversalement).
Soit A1 = Spec(k[t]). On cherche un reveˆtement ge´ne´riquement cyclique h = (g, f) :
W → X × A1k de degre´ l, donne´ par la racine l-ie`me d’une fonction rationnelle ft sur
X ×A1, de telle sorte qu’au-dessus du point ge´ne´rique ge´ome´trique de A1, on ait de´truit
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la ramification de α, et de telle sorte qu’au-dessus du point 0 ∈ A1k la fibre de f contienne
une composante de multiplicite´ 1 birationnelle a` X . En bref, on veut que la spe´cialisation
f0 de f soit une puissance l-ie`me, et on veut que le diviseur de f contienne le diviseur
D a` l’ordre 1 (dans le cas mode´re´, « la ramification avale la ramification » – lemme
d’Abhyankar).
Lemme 3.15.— Etant donne´ un diviseur D ⊂ X strictement a` croisements normaux, il
existe des diviseurs E et E ′ effectifs lisses tels que D + E soit line´airement e´quivalent a`
l(D+E ′), que deux de D,E et E ′ n’aient pas de composante commune, et que D+E+E ′
soit a` croisements normaux.
Preuve — Soit M un fibre´ inversible ample sur X . Pour r entier suffisamment grand,
le faisceau OX((l − 1)D) ⊗M⊗rl est tre`s ample, il existe une section de ce faisceau qui
de´finit sur X un diviseur lisse E qui coupe D transversalement (noter que les supports
de D et de E se rencontrent ne´cessairement, le diviseur D + E n’est pas lisse). En outre
il existe une section de M⊗r dont le lieu des ze´ros est un diviseur E ′ lisse transverse a`
D + E. 
Soit L = OX(−D − E ′). Soit s0 une section de L⊗−l de lieu des ze´ros D + E. Soit s1
une section de L−1 de lieu des ze´ros D + E ′. On dispose alors de la section sl1 = s
⊗l
1 de
L⊗−l.
Soit L˜ l’image inverse de L sur Y = X × A1. Soit st la section de L˜⊗−l de´finie par
st = t
lsl1 + (1− t)ls0,
ou`, par abus de notation, s0 et s1 sont les images re´ciproques sur X × A1 de s0 et s1.
On de´finit alors, de fac¸on classique, un reveˆtement ge´ne´riquement cyclique Y de X×A1
de la fac¸on suivante. On de´finit une structure de OX×A1-alge`bre sur le fibre´ vectoriel
N˜ = ⊕i=l−1i=0 L˜⊗i
en utilisant la fle`che L˜⊗l → OX×A1 donne´e par la section st de L˜⊗−l.
Soit U = Spec(A) un ouvert affine de X sur lequel L admet une trivialisation L ≃ OU .
Au-dessus de U , le reveˆtement de´crit ci-dessus est isomorphe a`
Spec(A[t][x]/(xl − (tlf l1 + (1− t)lf0))),
pour f0 et f1 dans A convenables.
On ve´rifie alors facilement :
(a) La varie´te´ Y est inte`gre.
(b) La fibre ge´ne´rique Yη du morphisme compose´ Y → X×A1 → A1 est ge´ome´triquement
inte`gre.
(c) La fibre Y1 du morphisme Y → X × A1 → A1 au-dessus du point t = 1 a l
composantes, chacune de multiplicite´ 1, chacune isomorphe a` X , l’isomorphisme e´tant
induit par le morphisme compose´ Y1 ⊂ Y → X .
949-24
La K-varie´te´ Yη ne saurait eˆtre lisse, car le lieu des ze´ros de la section st n’est pas
lisse : il est somme de D×k K et d’un diviseur effectif non nul Et. Le lieu des ze´ros de s0
sur Y0 = X est D + E, qui est strictement a` croisements normaux. Pour t ge´ne´ral, ceci
implique (Bertini) la meˆme proprie´te´ pour la de´composition D + Et du lieu des ze´ros de
st. Ceci assure que pour tout tel t, la varie´te´ Yt est normale et n’a que des singularite´s
de type Al−1 : une e´quation locale en un point singulier est analytiquement du type
A[x]/xl−uv, ou` u, v sont des e´le´ments d’un syste`me re´gulier de parame`tres. On conside`re
alors la re´solution minimale des singularite´s de la fibre ge´ne´rique Yη/K, soit Zη/K. Cette
re´solution est lisse. La re´solution Zη → Yη est donne´e par l’e´clatement d’un certain ide´al
cohe´rent Iη sur Yη de support les points singuliers. On peut trouver un ide´al cohe´rent I
sur Y dont le lieu des ze´ros est de dimension au plus 1 et dont la restriction a` la fibre
ge´ne´rique est Iη. Soit Z → Y l’e´clate´ de Y au moyen de l’ide´al I. Il existe alors un
ouvert W de Z qui satisfait les proprie´te´s (i), (ii) et (iii) de l’e´nonce´ (pour la proprie´te´
(iii), il suffit d’observer qu’au-dessus des points ge´ne´riques des composantes des fibres de
Y → A1, l’e´clatement via I ne modifie rien ; on utilise alors le re´sultat pour Y → A1). Il
reste a` e´tablir le point (iv).
La technique ici est standard ([Ar3], [FS], [CTOP]). Revenons a` la situation envisage´e
dans la de´monstration principale. Soit L une cloˆture alge´brique de K = k(t). Le mor-
phisme de L-surfaces projectives, lisses, connexes ZL → XL est donne´ au point ge´ne´rique
de XL par l’extraction de la racine l-ie`me de la fonction rationnelle ft = st/s
l
1, dont le
diviseur est D+Et− l(D+E ′). Le lieu de ramification de αK ∈ Br(XK) est contenu dans
DK . Le diviseur D + Et est re´duit, strictement a` croisements normaux.
SoitM un point de codimension 1 de ZL. Si son image par ZL → XL n’est pas contenue
dans DL, alors αL(Z) est non ramifie´ en M . Si l’image de M est un point ge´ne´rique N
d’une composante de DK , alors αL(Z) est non ramifie´ en M . On a en effet le diagramme
commutatif
Br(L(Z)) // H1(κM ,Q/Z)
Br(L(X)) //
OO
H1(κN ,Q/Z)
OO
ou` la fle`che H1(κN ,Q/Z) → H1(κM ,Q/Z) est la multiplication par l’indice de ramifica-
tion en N , qui est l.
Supposons maintenant que l’image de M soit un point ferme´ N de XL. Si le point
N n’appartient pas a` D, alors αL(X) s’e´tend en une alge`bre d’Azumaya au voisinage
de N donc αL(Z) est non ramifie´ en M . Supposons que le point N appartienne a` D
mais soit sur une unique composante de D. Alors (proposition 2.6) il existe un voisinage
affine Spec(R) de N dans XL, u ∈ R∗ et s ∈ R tels que s = 0 de´finisse exactement D
sur Spec(R) et que αL(X) − (u, s) appartienne a` Br(R) (on omet ici l’indice ζl dans la
notation d’une alge`bre cyclique). On a donc ∂M (αL(Z)) = ∂M((u, s)) = u
vM (s) ∈ κM/κ∗lM .
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La classe de u dans κM/κ
∗l
M est l’image de la classe de u dansO∗XL,N/O∗lXL,N , et l’application
naturelle O∗XL,N/O∗lXL,N → κM/κ∗lM se factorise par κ∗N/κ∗lN = 1 (le corps re´siduel κN est
se´parablement clos de caracte´ristique diffe´rente de l.) Supposons maintenant que le point
N soit l’intersection de deux composantes de D. Il n’est donc pas sur Et. Il existe un
voisinage affine Spec(R) de N dans XL, s, t ∈ R engendrant l’ide´al maximal de N , tels
que st = 0 de´finisse exactement D sur Spec(R) et que Et ne rencontre pas Spec(R). Sur
Spec(R) on a donc ft = csth
l ∈ L(X)∗ avec c ∈ R∗ et h ∈ L(X)∗.
D’apre`s la proposition 2.6, quitte a` restreindre Spec(R) il existe des unite´s u, v ∈ R∗ et
r ∈ Z tels que α + (s, u) + (t, v) + r(s, t) appartienne a` Br(R). On a
(s, t) = (s, ftc
−1s−1h−l) = (s, ft) + (s,−c−1) ∈ Br(L(X)),
ou` l’on a utilise´ la formule (s,−s) = 0. On peut donc e´crire α ∈ Br(L(X)) comme la
somme d’e´le´ments du type : non ramifie´, (s, ft), (s, u) et (t, v) avec u et v unite´s. On a
L(Z) = L(X)(f
1/l
t ), donc (s, ft)L(Z) = 0. Le meˆme argument que ci-dessus montre que
(s, u)L(Z) et (t, v)L(Z) ont des re´sidus triviaux en M . Ainsi αL(Z) est non ramifie´ en M .
Ceci e´tablit le point (iv) et ache`ve la de´monstration du the´ore`me de de Jong. 
Remarque 3.16.— Le the´ore`me de de Jong peut se reformuler ainsi :
Soit K un corps de fonctions de deux variables sur un corps alge´briquement clos. Soit A
une alge`bre simple centrale sur K de degre´ nm et d’exposant n premier a` la caracte´ristique
de K. Alors la K-varie´te´ de Severi-Brauer ge´ne´ralise´e SB(A, n) posse`de un K-point.
On peut se demander ce qui fait que la K-varie´te´ SB(A, n) a automatiquement un
point rationnel. Dans un travail en pre´paration, de Jong et Starr e´tudient la notion de
1-connexite´ rationnelle et donnent des conditions suffisantes pour qu’une K-varie´te´ pro-
jective et lisse posse`de automatiquement un point rationnel sur K, corps de fonctions de
deux variables sur un corps alge´briquement clos. Leur re´sultat est un analogue du re´sultat
de Graber, Harris, Starr, de Jong sur l’existence de points rationnels sur les varie´te´s
(se´parablement) rationnellement connexes de´finies sur un corps de fonctions d’une vari-
able. Les hypothe`ses mises par de Jong et Starr dans le cas d’un corps de fonctions de
deux variables sont assez contraignantes, mais elles s’appliquent aux varie´te´s SB(A, n).
4. CONSE´QUENCES POUR LES GROUPES ALGE´BRIQUES
LINE´AIRES
Soit K un corps de fonctions de deux variables sur un corps alge´briquement clos de
caracte´ristique ze´ro. Pour un tel corps, les deux proprie´te´s ge´ne´rales suivantes sont donc
satisfaites :
(1) C’est un corps de dimension cohomologique cd(K) ≤ 2 ( [S2]).
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(2) Sur tout corps extension finie de K, indice et exposant des alge`bres simples centrales
co¨ıncident.
Ces deux proprie´te´s sont satisfaites par les corps mentionne´s au paragraphe 2.4, du
moins par ceux qui ne sont pas formellement re´els :
• les corps p-adiques
• les corps de nombres totalement imaginaires
• les corps de la forme F ((t)), ou` F est un corps de caracte´ristique ze´ro de dimension
cohomologique 1
• le corps des fractions d’un anneau local inte`gre, excellent, hense´lien, de dimension 2,
a` corps re´siduel alge´briquement clos de caracte´ristique ze´ro ([Ar3], [FS], [CTOP]).
Un corps de fonctions de deux variables sur un corps alge´briquement clos de carac-
te´ristique ze´ro, est un corps C ′2 (the´ore`me de Tsen-Lang), ce qui, d’apre`s Merkur’ev et
Suslin est une proprie´te´ plus forte que la proprie´te´ (1). Comme mentionne´ au §2, une
autre application du the´ore`me de Merkur’ev et Suslin montre que la proprie´te´ C ′2 implique
qu’exposant et indice co¨ıncident pour les alge`bres 2-primaires et 3-primaires. Introduisons
la condition suivante, plus faible que (2).
(2’) Sur tout corps L extension finie de K, indice et exposant des L-alge`bres simples
centrales 2-primaires ou 3-primaires co¨ıncident.
Dans [CTGP], qui repose sur les travaux ante´rieurs de nombreux auteurs, on a e´tudie´
de fac¸on syste´matique les proprie´te´s des corps de caracte´ristique ze´ro satisfaisant les hy-
pothe`ses (1) et (2), ou (1) et (2’). Les e´nonce´s ge´ne´raux suivants, extraits de [CTGP],
s’appliquent donc aux corps de fonctions de deux variables sur un corps alge´briquement
clos de caracte´ristique ze´ro.
L’e´nonce´ suivant (cf. [CTGP], Thm. 1.2) est un cas particulier de la conjecture II de
Serre ([S2], [S3]). Il rassemble des travaux successifs de Merkur’ev-Suslin, Suslin, Bayer-
Fluckiger et Parimala, P. Gille, Chernousov.
The´ore`me 4.1.— Soit K un corps de caracte´ristique ze´ro satisfaisant (1) et (2′). Soit
G un K-groupe alge´brique semi-simple simplement connexe. Si G contient un facteur de
type E8, supposons en outre cd(K
ab) ≤ 1. Alors H1(K,G) = 0.
On note ici Kab l’extension abe´lienne maximale de K. La question de savoir si l’on a
cd(Kab) ≤ 1 pour un corps K de fonctions de deux variables sur les complexes est ouverte.
Dire que sur un corps K (de caracte´ristique ze´ro) exposant et indice co¨ıncident pour
les K-alge`bres simples centrales e´quivaut a` dire que pour tout entier n ≥ 2 l’application
bord
H1(K,PGLn)→ H2(K,µn)
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de´duite de la suite exacte
1→ µn → SLn → PGLn → 1
est surjective. On peut donc se poser des questions analogues avec d’autres isoge´nies.
Une longue analyse par type de groupe (le cas 2An e´tant particulie`rement de´licat) me`ne
au re´sultat suivant, qui requiert toute l’hypothe`se (2), et vaut donc pour les corps de
fonctions de deux variables sur les complexes.
The´ore`me 4.2 ([CTGP], Thm. 2.1).— Soit K un corps de caracte´ristique ze´ro satis-
faisant (1) et (2). Soit G un K-groupe semi-simple simplement connexe, de centre µ, de
groupe adjoint Gad. Si G contient un facteur de type E8, supposons en outre cd(K
ab) ≤ 1.
(i) L’application bord H1(K,Gad)→ H2(K,µ) associe´e a` la suite exacte
1→ µ→ G→ Gad → 1
est une bijection.
(ii) Si le groupe G n’est pas purement de type A, alors il est isotrope.
(Ce the´ore`me ge´ne´ralise des re´sultats classiques de Kneser sur les corps locaux et sur
les corps globaux.)
The´ore`me 4.3 (cf. [CTGP], Thm. 4.5 ). — Soit K un corps de caracte´ristique ze´ro
satisfaisant (1) et (2′). Soit G un K-groupe semi-simple simplement connexe. Si G ne
contient pas de facteur de type E8, ou si l’on a en outre cd(K
ab) ≤ 1, alors G(K)/R = 1.
(Pour la notion de R-e´quivalence, voir [G1].)
La de´monstration se fait en discutant chaque type simple. Il y a une diffe´rence marque´e
entre le cas des groupes de type An et les autres types simples. Pour les autres types
simples, la K-varie´te´ sous-jacente au K-groupe G est K-birationnelle a` un espace affine
(de´fini sur K), ce qui n’est pas le cas en ge´ne´ral pour les groupes de type An, comme le
montre un exemple de Merkur’ev.
Le the´ore`me 4.3 est utilise´ dans la de´monstration du the´ore`me suivant, analogue d’un
re´sultat de P. Gille ([G1], [G2]).
The´ore`me 4.4 ([CTGP], Thm. 4.12 ). — Soient K un corps de fonctions de deux vari-
ables sur un corps alge´briquement clos de caracte´ristique ze´ro et G un K-groupe line´aire
connexe sans facteur de type E8. Le groupe G(K)/R est un groupe abe´lien fini.
(Ici encore la condition sur E8 pourrait eˆtre omise si l’on savait e´tablir cd(K
ab) ≤ 1.)
La technique des re´solutions flasques de groupes line´aires connexes permet de donner
une formule pour le groupe abe´lien fini G(K)/R. Je renvoie pour cela a` [CTGP], §4.
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5. QUELQUES RE´SULTATS SUR LES CORPS DE FONCTIONS D’UNE
VARIABLE SUR UN CORPS P -ADIQUE
The´ore`me 5.1 (Saltman [Sa1]).— Soient k un corps p-adique et K un corps de fonctions
d’une variable sur k. Soit l premier, l 6= p. Supposons µl ⊂ k. Etant donne´ un ensemble
fini d’alge`bres simples centrales Ai, i ∈ I, chacune d’exposant l dans le groupe de Brauer de
K, il existe f et g dans K∗ tels que l’extension K(f 1/l, g1/l) de´ploie chacune des alge`bres
Ai, i ∈ I.
L’outil de base de la de´monstration est le the´ore`me suivant.
The´ore`me 5.2 (Tate, Lichtenbaum, Grothendieck). — Soit O l’anneau des entiers d’un
corps p-adique et soit Y/Spec(O) un sche´ma connexe, re´gulier, propre et plat sur Spec(O),
de dimension relative 1. Alors le groupe de Brauer de Y est trivial.
En utilisant la proposition 2.3 on voit alors que le « groupe de Brauer non ramifie´ »
du corps des fonctions K d’une telle surface arithme´tique Y est trivial. En particulier
si un e´le´ment A ∈ Br(K) a la proprie´te´ que pour tout anneau de valuation discre`te R
de corps des fractions K, de corps re´siduel κ, le re´sidu δ(A) ∈ κ∗/κ∗l est trivial, alors
A = 0 ∈ Br(K). On notera que l’image du point ferme´ sR de Spec(R) dans Y peut eˆtre
soit le point ge´ne´rique d’une courbe soit un point ferme´ de Y .
La de´monstration du the´ore`me 5.1 est analogue dans son principe a` celle de [Ar3],
[FS], [CTOP] (ou` la` on n’extrait qu’une seule racine l-ie`me). On commence par e´crire le
corps K comme le corps des fonctions d’un sche´ma X connexe, re´gulier, propre et plat
sur Spec(O), de dimension relative 1, choisi de telle sorte que la re´union des supports des
diviseurs de ramification des Ai soit a` croisements normaux stricts sur X ; par e´clatements
convenables, on peut assurer cela sur un sche´ma re´gulier excellent de dimension 2 (Lipman
[Li]). On de´termine ensuite des fonctions f, g ∈ K∗ telles que les classes Ai deviennent
non ramifie´es sur le corps L = K(f 1/l, g1/l), qui est le corps des fonctions d’un sche´ma
Y connexe, re´gulier, propre et plat sur Spec(O), de dimension relative 1, muni d’un
morphisme ge´ne´riquement fini Y → X . Le the´ore`me 5.2 assure alors la nullite´ de ces
classes dans Br(L). Pour choisir les fonctions f et g, on discute les images possibles dans
X des morphismes compose´s sR → Spec(R) → Y → X , pour R comme ci-dessus. Pour
le choix (de´licat) des fonctions f et g, je renvoie a` [Sa1] et a` [HVG].
Un argument alge´brique simple permet de de´duire du the´ore`me 5.1 l’e´nonce´ suivant :
Corollaire 5.3 (Saltman [Sa1]).— Etant donne´s un corps K comme ci-dessus et une
alge`bre simple centrale A d’exposant n premier a` p, l’indice de A divise n2.
Des exemples dus a` Jacob et Tignol ([Sa1], voir aussi [KRTY]) montrent que cette borne
est en ge´ne´ral la meilleure. Sur le corps K = Qp(x), avec p 6= 2, si a ∈ Zp est une unite´ qui
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n’est pas un carre´, alors le produit tensoriel d’alge`bres de quaternions (x, a)⊗K (x+1, p)
est une alge`bre a` division, donc d’indice 4 mais d’exposant 2 (comparer avec l’exemple
donne´ apre`s la proposition 2.7).
Saltman vient re´cemment d’analyser ce type d’exemple. Cela lui a permis de montrer :
The´ore`me 5.4 (Saltman [Sa2]).— Soient k un corps p-adique et K un corps de fonctions
d’une variable sur k. Soit D une alge`bre a` division sur K d’indice l premier, l 6= p. Une
telle alge`bre est cyclique : D contient un sous-corps commutatif maximal cyclique sur K.
La de´monstration passe par une caracte´risation des alge`bres de degre´ l en termes de
leur ramification, sur un mode`le re´gulier propre convenable de K sur l’anneau des entiers
du corps p-adique k. Elle utilise le the´ore`me 5.2.
Un corps de fonctions d’une variable sur un corps local d’e´gale caracte´ristique Fl((t))
est un corps C3. En particulier, toute forme quadratique en au moins 9 variables sur un
tel corps posse`de un ze´ro non trivial. Il est donc naturel de poser la question : si K est
un corps de fonctions d’une variable sur un corps p-adique, toute forme quadratique en
au moins 9 variables posse`de-t-elle un ze´ro non trivial ?
Merkur’ev remarqua le premier qu’en combinant le the´ore`me 5.1 (pour l = 2) sur les
corps de fonctions d’une variable sur un corps p-adique (avec p 6= 2) avec les re´sultats
ge´ne´raux sur les formes quadratiques obtenus graˆce a` la K-the´orie alge´brique (en fait
uniquement le the´ore`me de Merkur’ev [M1]), on obtient au moins une borne supe´rieure
pour la dimension d’une forme quadratique anisotrope de´finie sur un tel corps. Son re´sultat
fut ame´liore´ par Hoffmann et Van Geel [HVG] puis par Parimala et Suresh :
The´ore`me 5.5 (Parimala/Suresh [PS1]).— Soit K un corps de fonctions d’une variable
sur un corps p-adique, avec p 6= 2. Toute forme quadratique en au moins 11 variables sur
K posse`de un ze´ro non trivial.
Avant d’indiquer le principe de la de´monstration, commenc¸ons par quelques rappels.
Le groupe de Witt WK d’un corps K de caracte´ristique diffe´rente de 2 est par de´finition
l’ensemble des classes d’isomorphie de formes quadratiques non de´ge´ne´re´es, muni de la
somme directe orthogonale et quotiente´ par la classe du plan hyperbolique standard
x2 − y2. Le produit tensoriel des formes quadratiques lui donne une structure d’anneau.
L’ide´al des classes de formes de rang pair est note´ IK ⊂ WK. L’ide´al InK est engendre´
additivement par les n-formes de Pfister. L’intersection de tous les InK est re´duit a` ze´ro.
Plus pre´cise´ment, toute forme anisotrope appartenant a` InK a une dimension au moins
e´gale a` 2n (Arason-Pfister). La conjecture de Milnor e´tablie par Voevodsky implique
(Orlov-Vishik-Voevodsky) l’existence d’isomorphismes InK/In+1K ≃ Hn(K,Z/2). Dans
ces isomorphismes, une n-forme de Pfister correspond a` un n-symbole.
On peut alors facilement e´tablir l’e´nonce´ ge´ne´ral suivant.
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Proposition 5.6 ([Kh], [PS2]).— Soit K un corps de caracte´ristique diffe´rente de 2.
Soit N > 0 un entier tel que HN+1(K,Z/2) = 0 ; on suppose que pour tout entier n avec
1 ≤ n ≤ N il existe un entier λn(K) tel que tout e´le´ment de Hn(K,Z/2) est somme d’au
plus λn(K) symboles. Alors il existe un entier positif u(K) tel que toute forme quadratique
en strictement plus de u(K) variables ait un ze´ro non trivial.
Preuve— L’hypothe`se et les rappels ci-dessus impliquent d’une part que IN+1K = 0 (et
Hm(K,Z/2) = 0 pour tout m > N), d’autre part que tout e´le´ment de InK peut s’e´crire
comme une somme orthogonale de λn(K) n-formes de Pfister et d’une forme appartenant
a` In+1K. Ainsi dans WK toute forme quadratique est repre´sente´e par une forme de rang
au plus 1+
∑N
n=1 2
nλn(K). Ceci implique que toute forme quadratique de rang strictement
plus grand que 1 +
∑N
n=1 2
nλn(K) est isotrope. 
La majoration obtenue peut eˆtre ame´liore´e ([Kh] Prop. 1.2.d) :
u(K) ≤ 2 +
N∑
n=2
(2n − 2)λn(K).
Dans le cas qui nous inte´resse ici, le corps K est de dimension cohomologique 3 par des
arguments ge´ne´raux, en particulier H4(K,Z/2) = 0. On a la borne e´vidente λ1(K) = 1
(valable sur tout corps). Le the´ore`me 5.1 pour l = 2 et un re´sultat d’Albert ([A], Chap. XI,
Thm. 2 ; [Ar2], Thm. 5.5) impliquent que tout e´le´ment de H2(K,Z/2) est la classe d’un
produit tensoriel de deux alge`bres de quaternions, i.e. est la somme de deux symboles.
On a donc λ2(K) = 2. Il reste a` majorer λ3(K). Partant du re´sultat de Saltman, par
des manipulations alge´briques, Hoffmann et Van Geel [HVG] e´tablissent λ3(K) ≤ 4, puis
u(K) ≤ 22. Par un argument de ge´ome´trie arithme´tique, Parimala et Suresh montrent
λ3(K) = 1 :
The´ore`me 5.7 ([PS1]).— Pour K comme ci-dessus, toute classe dans H3(K,Z/2) est
repre´sentable par un seul symbole (a) ∪ (b) ∪ (c).
La majoration ge´ne´rale ci-dessus donne alors imme´diatement u(K) ≤ 12. Un travail
arithme´tique plus fin permet a` Parimala et Suresh d’obtenir la borne u(K) ≤ 10. L’outil
fondamental pour la de´monstration de 5.7 est le re´sultat suivant (analogue pour le groupe
H3 du re´sultat 5.2), qui est un cas particulier d’un the´ore`me de K. Kato :
The´ore`me 5.8 ([Kt]). — Soient k un corps p-adique avec p 6= 2 et K un corps de
fonctions d’une variable sur k. Le groupe de cohomologie non ramifie´ H3nr(K,Z/2) est
nul.
Parimala et Suresh partent d’un e´le´ment quelconque α ∈ H3(K,Z/2). En conside´rant
un mode`le re´gulier propre de K au-dessus de l’anneau des entiers de k, ils montrent com-
ment trouver un e´le´ment f ∈ K∗ tel que α devienne non ramifie´ dans H3(K(√f),Z/2),
donc nul dans H3(K(
√
f),Z/2) par le the´ore`me de Kato applique´ a` K(
√
f). Le the´ore`me
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de Saltman assure alors que α est une somme d’au plus 2 symboles. Un travail arithme´tique
plus pre´cis montre que α est repre´sente´ par un seul symbole. Le the´ore`me 5.7 re´pond a`
une question de Serre [S3] : pour K comme ci-dessus et G le K-groupe simple de´ploye´ de
type G2, la fle`che naturelle H
1(K,G)→ H3(K,Z/2) est une bijection.
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